REPRESENTACION MATEMATICA

Qué nos dice un instrumento

Ya hemos visto que un instrumento es una interfase con el mundo fisico. Como entrada
se tiene un fendmeno fisico y a la salida se obtiene una informacion parcial de ese
fendmeno. En general esa informacion la obtenemos mediante una magnitud que varia
en funcidn de la entrada (sistema analdgico) o bien mediante nimeros (sistema digital).
En todo caso el tratamiento de como funciona un instrumento y las relaciones que
existen entre su entrada y su salida se realiza mediante un modelo matematico del
sistema.

instrumento se realiza considerando una E T S
funcion de transferencia que relaciona la
salida con la entrada.

La aproximacion mas sencilla es suponer un instrumento ideal en el cual la sefial de
entrada E(t) varia con el tiempo y a su salida tenemos otra sefial S(t) que también varia
con el tiempo. La funcidn de transferencia de un sistema se define como el cociente de
la transformada de Laplace de la sefial de salida con respecto a la transformada de

Laplace de la sefial de entrada:
_ L(S(7))

RAYEE)

recordemos que la transformada de Laplace se define como:

L(F(r))zjgoe_S’F(r)drz f(s)

La funcion F(t) se puede obtener a partir de f(s) mediante la transformada inversa de
Laplace. Esto nos permite obtener la sefial de entrada en funcion de la sefial presente en
la salida. La funcion de transferencia de un sistema complejo se puede obtener en
funcién de las funciones de transferencia de cada uno de los elementos que lo
componen. La funcion de transferencia de un conjunto de elementos en serie (cada uno
de ellos tiene como sefial de entrada la sefial de salida del elemento anterior) se obtiene
multiplicando las funciones de transferencia correspondientes a cada uno de los
elementos.

T(s)=T.(s) T,(s) T5(5) T4(s)

E S
=) | Tl = | T2 = | T3 [= | T4 [=

Figura 2-2. La funcion de transferencia de una serie de elementos es el producto de las funciones de
transferencia
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Sin embargo, cada uno de los elementos que constituyen un instrumento incorpora a la
sefial de salida otra sefial generada en el propio elemento o procedente de interferencias
con otros fendmenos y que se conoce como ruido. El ruido generado en un instrumento
se refiere a la entrada como si se tratara de una sefial (nivel de ruido equivalente a la
entrada). Es importante tener presente que toda sefial de entrada menor que este nivel
NO puede ser detectada.

E C t S Figura 2-3. La realimentacion es una técnica

T habitual para estabilizar un sistema.
—> S

Un efecto muy frecuente es que una parte de la sefial de salida se transfiere otra vez a la
entrada. Este efecto se conoce como realimentacion. Bajo determinadas condiciones, la
realimentacion estabiliza el sistema y puede mejorar sus caracteristicas globales, en
otros casos conduce a inestabilizar el sistema, provocando oscilaciones o llevando al
sistema fuera de sus limites de trabajo (saturacion).

Medidas multiparamétricas

En el mundo fisico los fendmenos son muy complejos y frecuentemente aparecen
interferencias entre distintas magnitudes, tanto a nivel del sensor como directamente en
forma de pardmetros que condicionan el fendmeno. Esto es tanto mas acusado cuanto
mayor es la sensibilidad de los instrumentos empleados

gl )
Figura 2-4. Un instrumento disefiado para

E2 ) T == S estudiar un determinado proceso (E1) puede

presentar interferencias con otros fendmenos

E3 ) (E2'y E3).

La solucion cada vez mas adoptada es ampliar el nimero de instrumentos, de modo que
puedan medirse cada vez mas parametros y, basandose en un largo proceso de busqueda
de correlaciones entre los distintos datos, definir las funciones de transferencia que
caracterizan la influencia de cada uno de los pardmetros en el desarrollo del fenémeno.
Esta es la aproximacion que se sigue actualmente para tratar de definir los posibles
precursores de un terremoto o de una erupcion.

El ) T1 [
Figura 2-5. En muchos casos es necesario
disponer de multiples instrumentos para poder
E2 > > - . -
T2 § @ determinar las influencias mutuas entre los

distintos fenémenos.
E3 ) T3
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El tratamiento analitico de cada uno de los instrumentos debe hacerse de forma que en
él se consideren todas las sefiales que puedan influir en la sefial de salida. El conjunto de
instrumentos debe poder definir cada una de ellas y ademas se debe disponer de
suficiente nimero de instrumentos redundantes a fin de poder diferenciar los efectos de
caracter local de los regionales.

Figura 2-6. Ejemplo de sistema
analdgico, digital y mixto.

Sistemas analdgicos y digitales

Los sistemas digitales estan en la misma base de nuestra cultura, si la ciencia existe es
porque tenemos ndmeros y tenemos ndmeros porque tenemos dedos. En cambio, el
término analdgico requiere una mas compleja introduccion, analdgico procede de
analogo y data de aquellos tiempos, no tan lejanos, en los que muchos problemas se
tenian que resolver experimentalmente, buscando un sistema analogo que respondiera a
las mismas ecuaciones y que pudiéramos reproducir en el laboratorio. Todavia hoy hay
muchos problemas de la mecénica de los fluidos que soOlo pueden resolverse
analégicamente.

Figura 2-7. No siempre los sistemas
digitales son mas eficaces que los
analdgicos.

Ademas, se piensa erroneamente que todo sistema digital es mejor que un sistema
analdgico y, en muchas ocasiones, la solucién analdgica es mas rapida, mas sencilla y
mucho mas barata. De hecho, los coches para avanzar llevan ruedas que son un sistema
analdgico y no patas que seria el sistema digital. El conocimiento de si un sistema, en su
esencia, responde de un modo analdgico o digital no sélo simplifica el proceso de
medida, sino que siempre mejora la precision de la misma. Muchos procesos muy
complejos, como puede ser la gestion de las grandes catastrofes, aceptan una
digitalizacién sencilla del tipo todo o nada. Estos dos unicos niveles (0/1) permiten
después construir complejos sistemas de decision.
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Muestreo y retencién

En el mundo de la instrumentacién nos encontramos que muchos de los aparatos que
consideramos analdgicos, en realidad son digitales, y es que no s6lo se trata de medir un
objeto, sino que debemos dar un nimero y este nimero representa a ese objeto en el
momento en el que se hizo la medida.

Figura 2-8. Cada cierto tiempo se realiza un
muestreo del bicho.

Este proceso nos introduce dos conceptos fundamentales en el mundo digital: muestreo
y digitalizacion. Supongamos que estamos siguiendo el peso de un bicho, cada cierto
tiempo se le pesa y obtenemos un nimero que representa el peso del bicho en ese
momento.

Figura 2-9. Muestreo: cada cierto
tiempo se realiza una medida.

Tiempo

Pero esta informacién es parcial ya que sélo conocemos el peso en los momentos en que
se ha pesado y desconocemos totalmente que ha pasado entre dos medidas.

Figura 2-10. Sélo tenemos la informacion °
correspondiente al instante en el que se ha
realizado la medida.
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El seguimiento correcto supondria estar realizando continuamente pesadas, determinar
cual es el muestreo 6ptimo exige un conocimiento exhaustivo del fendmeno a medir,
especialmente de su evolucién temporal. Cuando estamos midiendo un proceso que
presente fuertes fluctuaciones y ademas muy réapidas, el problema de la definicion del
periodo de muestreo se agrava. En general, se procede a medir a intervalos iguales,
aunque en algunos casos el muestreo con intervalos variable pueda aportar una mayor
informacién del fendmeno. Cuando el muestreo se realiza regularmente, el intervalo de
muestreo es uno de los pardmetros mas importantes del proceso de la digitalizacion, y se
suele expresar como numero de muestras por unidad de tiempo o simplemente
expresando la frecuencia de muestreo en Hz.

Supongamos que se mide una sefial con una frecuencia de muestreo fm. La sefial, a
nuestros efectos, ha desaparecido y sélo tenemos los valores que corresponden a cada
uno de los instantes del muestreo.

Figura 2-11. Retencion: entre medida y
medida asignamos a la sefial el valor de la
Gltima medida.

Entre medida y medida, el valor que tenemos para la sefial es el correspondiente a la
ultima medida realizada. A esta funcion se la denomina retencion. En general el
muestreo y la retencidn se ejecutan consecutivamente y por el mismo dispositivo, por lo
que habitualmente nos encontramos con dispositivos de muestreo y retencién
(Sample&Hold).

Digitalizacion
La siguiente etapa consiste en la cuantificacion (digitalizacion) de la medida, para ello

se compara cada muestra retenida con un nivel, segin supere o no dicho nivel se le
asignaun 0 6 un 1.

Figura 2-12. Digitalizacion: se compara
la sefial con un nivel de referencia. Se
asigna 1 si es mayor y 0 si es menor.
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La sefal estd ahora representada por la secuencia de nimeros 0,0,1,0. Sin embargo la
representacion que obtenemos si pretendemos restaurar la sefial original es muy pobre.

Figura 2-13. La reconstruccion de la
sefial con dos niveles es muy deficiente.

0 0 1 1 0

0

La situacion mejora si en vez de comparar con sélo 2 niveles lo hacemos con cuatro
aunque todavia es muy dificil reconocer en ella la sefial original.

3 ---------------------------------------------------------------
7 JRRRCTICTICE TR PP PPpPes o g—— beremeeemanens Figura 2-14. Digitaizacion  con
cuatro niveles.
1 ------ - T ;; --------------------- Fesssmsmsmnmnns
1 i1 i3 2 2
0 :

Figura 2-15. Reconstruccion de una
sefial digitalizada con cuatro niveles.

Figura 2-16. Muestreo de una sefal
sinusoidal.
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Frecuencia de muestreo

El conocimiento de la sefial sera tanto mejor cuanto mas elevada sea la resolucién del
cuantificador y mas elevada la frecuencia de muestreo. Para que todavia podamos
reconocer que es una funcién sinusoidal no podemos muestrear menos de dos veces por
ciclo.

Figura 2-17. El muestreo debe ser al menos de dos
muestras por ciclo.

Si la sefial a muestrear posee una frecuencia mayor que la mitad de la frecuencia de
muestreo se nos presenta el fendmeno del aliasing

Figura 2-18. Si el muestreo es inferior a dos muestras por ciclo aparece el fenémeno del aliasing. La
reconstruccion de la sefial (linea de trazos) corresponde a una sefial de frecuencia menor.

Representacion matematica

Una sefial se representa mediante una funcién continua del tipo:
S(t) —oo<t <o
Una sefial se denomina periddica de periodo T cuando se cumple:
S(t)=S(t+T) —o0 <t <o

Una sefial es de energia limitada cuando se cumple:
o0 2
E>[" S°(t)dt
—o0

Una sefial se denomina de duracién limitada cuando se anula fuera de un intervalo de
tiempo especificado:
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S(t)=0 t<t,
S(t)=0 t>t,

Una aplicacion no es mas que una regla por la cual elementos de un conjunto S se
asignan a elementos de otro conjunto.

Figura 2-19. Una aplicacion es una regla por la cual los elementos de un conjunto S1 se asignan a
elementos de otro conjunto S2 . Un caso particular, de gran interés en el proceso de sefiales es la
aplicacion del conjunto de las sefiales en el gje real.

En proceso de sefiales la transformacion mas frecuente es la transformada de Fourier.
Si S; es el conjunto de las sefiales de energia acotada:

S, = 1% [~ X2(t) dt

La transformada de Fourier es una aplicacion en otro conjunto S, de funciones de

cuadrado integrable:
S, =X, [~ X2(f)df |

Esta aplicacion esté descrita por:
S, =S, X(f)=[" x(t)ye" "dt

donde i=-/—1. La transformacion inversa es

S,=S  x(t)=[" X(f)e* "df

Al conjunto S; se le denomina espacio tiempo y al conjunto S, espacio frecuencia. El
resultado X(f) de aplicar una transformada de Fourier a un sefial x(t) se denomina
espectro de la sefial x(t). Siempre debe tenerse presente que ambos espacios son
distintos. Sin embargo cuando se tiene la solucién de un problema en uno de los
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espacios, simultdneamente se tiene la solucion en el otro, la cual podré tener interés
practico o no.

A B

Figura 2-20. La figura muestra dos sefiales obtenidas superponiendo dos componentes sinusoidales de
distinta frecuencia, sin diferencia de fase (A) y con una diferencia de fase de n/2 (B).

Es importante destacar que a una sefial definida en el tiempo, le corresponde un espectro
de frecuencias, pero no hay que olvidar que a cada frecuencia le corresponde una fase.
El espectro nos dice cuales son las componentes arménicas de la sefial pero también
cual es la relacion de fases inicial existente entre ellas. Las mismas amplitudes en el
espectro no tienen porque corresponder a las mismas sefiales. Cuando nos quedamos
solo con el espectro de amplitudes estamos perdiendo informacion sobre la sefal. El
problema radica en que es mucho mas facil trabajar con amplitudes que con fases,
ademas la calibracion de la respuesta en amplitud de un instrumento se puede realizar
con equipos modestos, mientras que la calibracion en fase exige técnicas mucho més
sofisticadas. Las caracteristicas espectrales permiten establecer también una
clasificacion de los distintos tipos de sefiales, de modo similar a como se ha hecho
anteriormente en el espacio tiempo: Una sefial es monocromatica cuando su espectro
solo es distinto de cero en un s6lo punto. Una sefial se dice que tiene un espectro blanco
cuando todas las frecuencias presentan la misma amplitud. Cuando eso sélo ocurre
dentro de un ancho de banda entre f; y f, se dice que la sefial presenta un espectro rosa.
Una funcion de banda limitada es aquella cuyo espectro se anula fuera de un
determinado margen de frecuencias F. Una funcion de energia limitada que tiene un
especial interés es la funcion delta de Dirac o funcién impulso, definida de la siguiente

forma:
S(x)=0  |x]>0
[Z s(x)dx =0

Obseérvese que con esta definicion de la funcion 6(x) se cumple:

s(t)S(t—7) = s(r)
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Figura 2-21. Ejemplos del espectro de distinto tipo de sefiales: (A) sefial monocromatica, (B) ruido
blanco, (C) ruido sismico registrado con un ge6fono de corto periodo, (D) ruido rosa.

De acuerdo con esto, la operacion del muestreo de una sefial s(t) se puede representar
mediante:

S, =S(t)o(t—o) +...+s(t)o(t—37) +s(t)o(t—27) +
+s()o(t—7) +st)o(t) +s)o(t+7) +st)o(t+2r) +
+s(t)o(t+37) +...+s(t)o(t +0)

o lo que es lo mismo:
Sp = 2.8(t) o(t—1)
I=—o0

Es decir, el muestreo de una sefial se reduce a multiplicar la sefial por una serie de
funciones delta espaciadas el intervalo de muestreo.

Es importante tener presente que asi como el espectro de una sefial es una funcion
continua, el espectro de una sefial muestreada es discontinuo y ademas se repite cada
intervalo de frecuencias igual a la frecuencia de muestreo (espectro imagen). El
problema surge cuando la sefial no es de ancho de banda limitado a menos de la mitad
de la frecuencia de muestreo, ya que en tal caso, hay una fraccion del espectro que se
superpone con los espectros imagen, apareciendo el fendmeno del aliasing. Para
evitarlo, la unica solucion es limitar el espectro de la sefial por debajo de la mitad de la
frecuencia de muestreo o frecuencia de Nyquist.
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s(t)

S(f)

FFT(f)

Tt

Figura 2-22. La figura muestra el espectro S(f) de una sefial continua s(t) y el espectro FFT(f) de la
misma sefial muestreada. Obsérvese la repeticién del espectro con periodicidad la frecuencia de muestreo
y el solapamiento de los espectros.

Filtros

Un filtro es un dispositivo que permite modificar el espectro de una sefial. Estos
dispositivos se pueden implementar antes del muestreo (filtros analégicos) o después de
la digitalizacion (filtros digitales). Sin embargo, si queremos evitar que se nos produzca
el fenémeno del aliasing, deberemos situar el filtro antes del dispositivo de muestreo.
Para no perder informacion el filtro antialias ideal seria un filtro rectangular con corte a
la frecuencia de Nyquist, de forma que no dejara pasar ninguna frecuencia superior a la
frecuencia de Nyquist y no afectara a las frecuencias inferiores.

fn

Figura 2-23. Para evitar el fendmeno del aliasing es necesario filtrar la sefial de forma que su espectro
quede limitado por debajo de la frecuencia (fn) de Nyquist (mitad de la frecuencia de muestreo).
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Un filtro pasa bajos deja pasar todas las frecuencias inferiores a la frecuencia de corte,
el filtro pasa altos las frecuencias superiores a la de corte. Un filtro pasa banda deja
pasar un ancho de banda de frecuencias centrado sobre la frecuencia central del filtro.
El problema surge cuando en la préctica no es posible construir un filtro rectangular,
sino que el filtro deja pasar todas las frecuencias, sélo que a partir de una determinada
zona del espectro atentia unas frecuencias mas que otras.

La frecuencia de corte ahora no queda perfectamente determinada, por lo que por
convenio se ha definido la frecuencia de corte como aquella frecuencia en la que la
energia de la sefial cae a la mitad (-3dB). Otro elemento a tener en cuenta es la
pendiente del filtro, que se suele expresar como la atenuacion que sufre la sefial en dB
por octava. Para un filtro pasa banda el ancho de banda se define entre los dos puntos de
corte a -3dB y la frecuencia central como la frecuencia media de los dos cortes.

Conversién analdgico digital

La conversién de una sefial analdgica a digital requiere la combinacion de todos estos
elementos. Primero hay que limitar el espectro de la sefial por debajo de la frecuencia de
Nyquist, para lo cual se incluird un filtro pasa bajos (F), después serd necesario
muestrear (S) y retener la informacion (H) y seguidamente se procedera a cuantificarla
mediante el conversor analdgico digital propiamente dicho. Si se desea poder trabajar
con distintas velocidades de muestreo deberemos disefiar el filtro pasa bajos de forma
gue sea posible ajustarlo a las distintas frecuencias. Todos estos elementos habra que
concebirlos de forma que no se pierda informacion, pero tampoco disefiar el sistema por
encima de nuestras necesidades, ya que ello supone un coste mucho mas elevado asi
como una mayor demanda de energia y dificultad de calibracion y mantenimiento.

5 F 5 s [ H |5)|Adc D)
W |
Figura 2-24. La figura muestra el conjunto de funciones necesarias para digitalizar una sefial. (F) filtro
de entrada, (S) muestra, (H) retencién, (ADC) conversor analdgico digital.

A OLODMNWPEFROMNMNWOIDN

Determinacion de la respuesta en frecuencia
En un dispositivo analogico la respuesta en frecuencia se puede obtener facilmente a

partir del conjunto de funciones de transferencia correspondientes a cada uno de los
modulos. De hecho hay muchos programas de disefio electronico que construyen la
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funcion de transferencia del circuito de modo automatico. Otra solucién es aplicar un
impulso a la entrada y analizar la respuesta en frecuencia de la salida. Este método es
muy dificil de realizar directamente con métodos analdgicos, pero es muy facil en
sistemas digitales, ya que podemos aplicar un algoritmo para el calculo de la
transformada de Fourier directamente a la serie de datos digitales obtenida a la salida
del sistema. Como ejemplo se muestra la determinacion de la respuesta en frecuencia de
un filtro ampliamente utilizado en sistemas de adquisicion de datos por su sencillez.
Este filtro esta definido por la relacion de recurrencia: Yi.p = Y + k (Xi = Yj) con k =
1/32.

08— i

0.1

06— 3

04— ]

0.01 =

0.7 — 3
0 0.001 T T T T T 11T
1 10 100

Figura 2-25. Respuesta temporal a una funcion impulso de un filtro digital pasa-bajos definido de
acuerdo con las siguientes relaciones de recurrencia: Y., = Y; + k (X; = Y;) con k = 1/16. y la respuesta

en frecuencia del filtro
= & i@%
3) 0 1

Figura 2-27. El sistema de numeracion decimal parte de tener diez dedos y tenemos un diez caracteres
para representarlo (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). El sistema binario sélo contempla dos estados (apagado y
encendido) y tenemos dos caracteres para representarlo (0,1).

Aritmetica binaria
Estamos habituados a utilizar el sistema de numeracion decimal, pero ello so6lo es

consecuencia natural de tener diez dedos, si el hombre hubiera desarrollado trece dedos
utilizariamos un sistema en base 13. Por ello, no debe extrafiarnos que al ir
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desarrollando determinados autdmatas se hayan ido introduciendo paralelamente otros
sistemas de numeracion. En particular, para un sistema eléctrico (electronico) lo mas
simple es utilizar dos estados, encendido y apagado, conectado o desconectado, si 0 no,
0 6 1.Formalmente, al conjunto de elementos distintos que se utilizan para establecer un
sistema de numeracion se le denomina base del sistema de numeracién. Asi tenemos un
sistema de numeracién de base 10 (decimal) y un sistema de numeracién de base 2
(binario). Todos los computadores trabajan con un sistema de numeracion binario,
traduciendo los valores al sistema decimal sélo para la entrada y salida de la
informacion. A esta unidad minima de informacion se la denomina bit. Asi un bit es
algo que puede adoptar dos estados 0 0 1, si 0 no, etc.

En el sistema decimal, cuando se agotan los caracteres pasamos a la posicion siguiente a
la izquierda, asi el nimero veintiséis lo representamos como:

26
y cada posicion a la izquierda representa una potencia de 10.
10° 10* 10° 10% 10" 10°

Igualmente se hace en un sistema binario, s6lo que aqui cada posicion a la izquierda
representa una potencia de 2.
2120052028 0221 2°
Asi el nimero dos se representa:
10

Los dieciséis primeros nimeros se pueden representar con cuatro bits:

Decimal Binario | Hexadecimal
0 0000 0
1 0001 1
2 0010 2
3 0011 3
4 0100 4
5 0101 5
6 0110 6
7 0111 7
8 1000 8
9 1001 9

10 1010 A
11 1011 B
12 1100 C
13 1101 D
14 1110 E
15 1111 F

Para facilitar la escritura de nimeros en binario se utiliza habitualmente el sistema
hexadecimal que tiene base 16 y equivale a 4 bits. La traduccion entre ambos sistemas
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es inmediata. Los sistemas de cOmputo operan con grupos de bits (palabras) que
empezaron siendo multiplos de 4 y actualmente son multiplos de 8. Los sistemas mas
pequefios trabajan con palabras de 8 bits, que se pueden unir para representar nimeros
cada vez mayores. Una palabra de 8 bits se conoce con el nombre de Byte. Un Byte
puede almacenar un nimero desde 2°a 27 + 2% + 2° + 2* + 23 + 22 +2' + 2° es decir de 0
a 255. El desplazar un digito a la izquierda en el sistema decimal equivale a multiplicar
por 10 y desplazarlo a la derecha a dividir por diez. Por ejemplo:

610 si se desplaza a la izquierda 6100
610 si se desplaza a la derecha 61

En el sistema binario es idéntico, solo que equivale a multiplicar por 2 o a dividir por 2.
Por ejemplo el nimero seis (0110):

0110 si se desplaza a la izquierda 1100 que es doce
0110 si se desplaza a la derecha 0011 que es tres

Esta propiedad es muy importante ya que permite realizar operaciones de multiplicar y
dividir por 2 de forma muy rapida con sélo desplazar los bits.
Suma de nimeros binarios

Para sumar dos numeros binarios se utiliza la siguiente definicion:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0*

Donde * indica que se ha producido el acarreo de 1 bit. Por ejemplo:

00000101 5
00000110 6
00001011 | 11

00001000 | 10
00000110 6
00010000 | 11

NUmeros positivos y negativos

En el sistema de numeracion decimal un ndmero positivo y un nidmero negativo se
diferencian por un simbolo extra (-), asi tenemos 5, -6, etc. En un sistema binario no es
posible introducir un nuevo simbolo, pues solo tenemos 0, 1. La solucién es considerar
el bit situado mas a la izquierda como el bit del signo. De esta forma podriamos
representar:

0000011 ( 3)
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1000011 (-3)

pero esto nos lleva a complicar la operaciéon de suma, pues la suma de un nimero y el
opuesto debe ser 0.

00000011 3
10000011 -3
10001111 -15¢4?

Evidentemente, esta forma de representar los nimeros negativos no es operativa. Para
solucionar este problema se introduce el siguiente procedimiento para cambiar el signo
a un namero: se cambian los 0 en 1y viceversa y se suma 1 (complemento a 2):

00000011 3
11111100 |0 —»1
00000001 |+1
11111101 |-3

Con esta definicién la suma de un nimero y su opuesto es 0

00000101 5
11111011 | -5
00000000 0

Para restar dos nimeros basta con cambiar el signo (cambiar 0y 1, sumar 1) y hacer una
suma. De acuerdo con esto una palabra de 8 bits considerando el bit 7 como signo seria:

01111111 | 127

00000001 1
00000000 0
11111111 | -1

10000001 | -127
10000000 | -128

Hay que tener esto presente cuando se trabaje con conversores analdgico digitales, ya
que normalmente proporcionan los datos de salida sin signo, incluso cuando operan en
modo bipolar.

Multiplicacién
Para multiplicar dos nimeros binarios podemos partir de la definicion de producto y
sumar el multiplicando tantas veces como indique le multiplicador. Otra posibilidad,

mucho mas eficiente es utilizar el desplazamiento a la izquierda como producto por dos,
de esta forma una multiplicacion se puede realizar s6lo con desplazar y sumar.
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5x10 =50

00000101 | Multiplicador Resultado con 16 bits 5
00001010 | Multiplicando | 10
00000101 | Sumar (b0 =1) 00000000 00001010 | 0000000000001010 |10
00000101 | Desplazary pasar (b1 =0) | 00000000 00010100 |-------

00000101 | Desplazar y sumar (b2 = 0) | 00000000 00101000 | 0000000000101000 | 30
00000101 | Desplazar y pasar (b3 =0) |00000000 01010000 |- --- - - -

00000101 | Desplazar y pasar (b4 =0) [00000000 10100000 |- - - - - - -

00000101 | Desplazar y pasar (b5=0) |00000001 01000000 |- --- - - -

00000101 | Desplazary pasar (b6 =0) | 00000010 10000000 |- ---- - -

00000101 | Desplazar y pasar (b7 =0) [00000101 00000000 |- --- - - -

Final 0000000000110010 |50

Obsérvese que el producto de dos palabras de 8 bits es una palabra de 16 bits. El
producto de dos palabras de 8 bits supone realizar ocho operaciones de desplazamiento,
ocho comparaciones y hasta ocho sumas y todo ello con doble precision (dos palabras).
El incluir muchas operaciones aritméticas supone mucho tiempo de calculo para el
procesador y si se utilizan sistemas minimos enseguida se supera el tiempo disponible
para realizarlo.

Tipos de datos
En los sistemas de microproceso muy pequefios, como son los microcontroladores, solo

disponemos de palabras de 8 bits consideradas como enteros sin signo (0 a 255) con las
que se puede realizar una serie de operaciones elementales:

Suma Bl + B2
Resta Bl1-B2
Desplazamiento a la izquierda |B1 <<
Desplazamiento a la derecha Bl >>
AND légico B1nB2
OR ldgico B1uB2
Incrementar Bl1+1
Decrementar Bl-1

Ademas se puede controlar si estas operaciones provocan arrastre, cero, negativo.
Cuando hay que repetir un conjunto de instrucciones un determinado nimero de veces
es preferible cargar un contador y decrementar cada vez, pues cuando llegue a cero el
propio procesador nos avisa y de esta forma nos ahorramos una comparacion y €so
supone ahorrar tiempo. En procesadores mas complejos se dispone de un repertorio
mayor de operaciones, pero en realidad no es cierto, sino que la maquina descompone
las nuevas operaciones como combinacion de las operaciones elementales. En cuanto
los tipos de nimeros que podemos utilizar en procesadores como los que ocupan los
computadores personales tenemos:
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Tipos enteros

Tipo Definicion bits | Valores

Carécter char 8 |-128a127

Caracter sin signo unsigned char 8 [0a255

Entero corto short integer 16 |-32768 a 32767

Entero corto sin signo unsigned short integer 16 |0a65535

Entero integer 32 [0a4294967295

Entero sin signo unsigned integer 32 |-214748,648 a 2147483647

Para cada uno de estos

tipos estan definidas las correspondientes operaciones. Es

posible combinar en una operacién variables de distinto tipo, pero hay que adoptar
precauciones y en general habra que realizar antes una conversién de tipos cuidando la
precision y tipo del resultado que se desea obtener.

Tipos en coma flotante

Tipo Definicion Precision bits | Valores

Flotante float 7 digitos 32 [1.18x10% a 3.40x10%
Flotante doble | double 15 digitos 64 [2.23x10°% a 1.79x10°”
Flotante largo long double 18 digitos 80 [3.37x10"*?a 1.18x10%°*

La representacion de un numero en coma flotante en binario es algo artificiosa y se debe
ir con mucho cuidado ya que no todos los procesadores adoptan exactamente la misma
definicién. Podemos definir los nimeros méas pequefios que 1 en funcién de potencias
negativas de 2

L 280720000028 02 91 20 2 28 0 P 00 0T 98

un namero de 8 bits con 3 fraccionarios se representara en la forma
b4 b3 by by bo.b.1 b bs

La definicion més extendida (IEEE 754 Floating Point Standard) introduce dos tipos de
32y 64 bits:

32 bits

1 bit 8 bits 23 bits
signo Exponente Mantisa
64 bits

1 bit 11 bits 52 bits
signo Exponente mantisa

La mantisa se supone normalizada, es decir desplazada a la izquierda hasta que el bit
mas significativo sea 1, y como siempre es 1 se suprime, por lo que habra que
incorporarlo cada vez que queramos reconstruir un numero en coma flotante a formato
decimal. El exponente se almacena desplazado para que siempre sea positivo (+127 en
el formato de 32 bits y +1023 en el de 64 bits). Un exponente con todos los bitsaloa0
indica un numero no valido. Este permite controlar el desbordamiento por arriba o por
debajo en las distintas operaciones. Por ejemplo se trata de representar —3/16 en formato
binario en coma flotante (float)
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Normalizacién -3/16 -(2°+2%)

Desplazamiento del exponente -3+ 127 | 01111100

Signo y magnitud -3 1 110000000000000000000000
Eliminar el primer bit de la mantisa 10000000000000000000000
Representacion final 1 01111100 10000000000000000000000

En general, en los sistemas muy pequefios no hay necesidad de utilizar nimeros en
coma flotante, pues dificilmente podremos implementar las librerias matematicas para
operar con ellos, pero si es frecuente tener que convertir un formato en otro. Hemos
visto que la representacidon de un nimero en binario requiere utilizar varias palabras, el
orden que se utiliza para almacenar estas palabras en el computador depende del tipo de
procesador que se utilice, asi Intel y Motorola utilizan criterios distintos, por lo que
frecuentemente es necesario realizar funciones de conversion.

Filtros digitales

Son muchos los algoritmos que se han desarrollado para implementar funciones de
filtrado digital. Aqui s6lo vamos a tratar los mas sencillos y que son los mas aptos para
operar en sistemas de microproceso en tiempo real, donde las posibilidades de calculo
aritmético son muy reducidas. En la bibliografia se presentan referencias que tratan el
tema exhaustivamente.

0.01 0.1 1 10 100

Figura 2-28. Proceso seguido para obtener la respuesta en frecuencia de un filtro digita. A) se
construye una funcién impulso (valor cero en todos los puntos menos en uno de ellos que se selecciona
hacia la mitad de la secuencia). B) se obtiene la funcién filtrada. C) se calcula la transformada de Fourier
discreta (FFT) que nos da la respuesta del filtro.
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Estos filtros tienen muchas aplicaciones, como es mejorar la relacion sefial ruido,
separar la sefial en maltiples ventanas frecuenciales, eliminar la deriva de cero, etc. Sin
embargo no sirven como filtro antialias, es decir la sefial de entrada en el conversor
tienen que tener su espectro limitado a la mitad de la frecuencia de muestreo. En caso
contrario el espectro se contamina y ya es imposible recuperar la sefial original. Otro
tema es reducir la frecuencia de muestreo de una sefial: supongamos una sefial de
frecuencia f; que se desea transformar en otra de frecuencia f, con f; > f,. Para ello
filtramos f; con un filtro pasa bajos de frecuencia de corte menor que /2 y
seguidamente se reduce el muestreo tomando un punto de cada fi/ f,. En la practica es
muy frecuente que se reduzcan series de datos temporales alegremente, simplemente
eliminando los puntos sobrantes y sin tener presente que esto puede dar origen a la
aparicion de frecuencias falsas debidas a fendmenos de aliasing. También es frecuente
que se midan sistemas cada cierto tiempo (una hora, un dia) y no se tengan en cuenta la
posibilidad de fenémenos de aliasing. Como ejemplo podemos citar la medida de
inclinbmetros en volcanes activos, donde la presencia del temblor volcanico (tremor)
perturba considerablemente la medida. La Unica solucion es medir a una frecuencia muy
alta, por encima de la frecuencia de respuesta del instrumento y después reducir
mediante un filtrado digital adecuado la serie de medidas a la frecuencia de muestreo
deseada.

FT

FS

Figura 2-29. Parametros necesarios para definir un filtro pasa bajos: FT frecuencia de corte (banda
transmitida). FS frecuencia de supresion (banda suprimida). R rizado. A atenuacion.

Filtros FIR

Un sistema FIR es un sistema lineal invariante en el tiempo que tiene una respuesta
impulsional de duracion finita (FIR finite-duration impulse response) en contraposicion
a los sistemas IIR que presentan una respuesta infinita (IIR infinite-duration impulse
response). Un filtro FIR esta definido en la forma:

Yi - Zbk Xi—k
k

La implementacion de este tipo de filtros precisa la ejecucién de M-1 posiciones de
memoria para guardar los datos de entrada, M multiplicaciones y M-1 sumas, por lo que
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solo es posible implementarlos eficazmente en sistemas dotados de procesador
matematico o especialmente disefiados para el tratamiento de sefiales como son los DSP
(Digital Signal Processor). Como este tipo de filtro es simétrico (o antisimétrico) es
posible reducir a la mitad el namero de multiplicaciones utilizando mas memorias para
guardar los productos intermedios. La respuesta impulsional del filtro es idéntica a los
coeficientes del filtro. Esto permite partir de la respuesta del filtro y mediante FFT
inversa calcular los coeficientes, debiéndose realizar sucesivas aproximaciones hasta
obtener un resultado aceptable. Es conveniente empezar con un nimero muy grande de
coeficientes e ir reduciéndolo hasta alcanzar un compromiso entre respuesta y nimero
de coeficientes. Actualmente existen muchas utilidades que permiten calcular en forma
sencilla estos coeficientes y la mayoria de los programas de calculo matematico, junto
con las utilidades de andlisis espectral (FFT) incluyen métodos para determinar los
coeficientes de este tipo de filtros. Como ejemplo de filtros FIR se muestran dos filtros
pasa bajos y un filtro pasa banda

Filtro pasa-bajos
Frecuencia de muestreo 50 Hz.
Frecuencia de corte 16 Hz.
Frecuencia de supresion 25 Hz.
Rizado en banda transmitida 1db
Atenuacion 200 db
N Coeficiente FIR
0 0.045189931861
1 -0.149673814469
2 0.613367234529
3 0.613367234529
4 -0.149673814469
5 0.045189931861
0.1 =
0.01 3
001 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII
0.0 0.1 1 10 100

Frecuencia (Hz)

Figura 2-30. Filtro FIR pasa bajos de 16 Hz. realizado con seis coeficientes.

37



0.1

0.01

0.001

0.00m

Figura 2-31. Filtro FIR pasa bajos de 1 Hz. realizado con diecisiete coeficientes.
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Filtro pasa-bajos

Frecuencia de muestreo 50 Hz
Frecuencia de corte 1Hz
Frecuencia de supresion 12 Hz
Rizado en banda transmitida 1db
Atenuacion 100 db
N coeficiente

0 0.000216313943

1 0.001708293189

2 0.007096948054

3 0.020437565525

4 0.045217990231

5 0.080957510955

6 0.120756055191

7 0.152603096394

8 0.164834348339

9 0.152603096394

10 0.120756055191

11 0.080957510955

12 0.045217990231

13 0.020437565525

14 0.007096948054

15 0.001708293189

16 0.000216313943

0.1

100



No es fécil obtener la expresion analitica de la funcién de transferencia de este tipo de
filtros y por consiguiente poder disefiar el filtro a partir de una serie de ecuaciones de
disefio. Lo que lo més sencillo es implementar el filtro, obtener la respuesta a un
impulso y calcular la FFT para obtener la respuesta en frecuencias, modificando los

pardmetros hasta obtener la respuesta deseada.

10000000 3

0.1

0.01 | T T TTTTT] T TTTTT] T TTTTT]
0.1 1 10 100

Figura 2-32. Filtro FIR pasa banda entre 2 Hz. y 6 Hz. realizado con ciento treinta y tres coeficientes.
Obsérvese que facilmente el nimero de coeficientes aumenta hasta hacerse inmanejable en aplicaciones
en tiempo real que deben operar con pequefios sistemas de microproceso. Se ha incluido un nimero muy
grande de décadas en el eje Y para poder mostrar la elevada atenuacion que presenta el filtro fuera de la

banda transmitida.

Figura 2-33. Implementacion de un filtro digital de \I/

promedio utilizando una memoria FIFO (First-In First -Out)
de longitud m. Primero se lee el contenido de la celda (X;.,))

y se resta del acumulador, después se escribe en dicha
posicion el dato (X;) y se suma al acumulador S. El valor del @
acumulador es la salida del filtro. Este procedimiento es muy
facil de implementar, pero requiere memoria para almacenar FIFO /
m datos, lo cual puede ser probleméatico cuando se utilizan \ ~ =
microcontroladores.

S=S+X;- Xy

Y,=S
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Filtros FIR de facil implementacion

La utilizacién préactica de un filtro FIR pasa por resolver dos problemas: el calculo de
los coeficientes y la implementacion en el procesador. La solucion practica al primer
punto pasa por la utilizacion de un herramienta especifica, mientras que el segundo
requiere utilizar un procesador con un minimo de capacidad para la realizacion de
calculo aritméticos y si el nimero de coeficientes es muy elevado, facilmente el sistema
se saturara o habrad que acudir a frecuencias de reloj muy elevadas con el consiguiente
aumento de consumo. Sin embargo es posible utilizar filtros FIR de féacil
implementacién donde el nimero de operaciones a realizar se ha simplificado al
maximo. El filtro digital FIR méas sencillo es aquel cuyos coeficientes tienen todos el
valor 1. Este filtro equivale a promediar la sefial a lo largo de una ventana movil, es
decir sustituye el valor de la sefial por el valor medio de un determinado nimero de
datos.

m
]j=0

donde X; es la serie de datos de entrada y Y; la serie de datos filtrados. El indice m es el
namero de datos que se promedia. Para poder realizar facilmente el valor medio se elige
el nimero de datos igual a una potencia de 2.

0.1

0.01

I:IEID1 T T IIIIII| T T IIIIII| T T IIIIII| T T IIIIII|

0.0t 0.1 1 10 100
Frecuencia (Hz)

Figura 2-34. Respuesta de un filtro de promedio con una anchura de 50 muestras y frecuencia de
muestreo de 50 Hz. Obsérvese la fuerte oscilacion que se presenta fuera de la banda transmitida.

Una forma rapida de implementar este filtro consiste en utilizar una memoria circular de

longitud m, que inicialmente tienen todos los datos a 0 y la salida (suma de todos los
elementos) es obviamente 0. En cada paso el dato de entrada se suma a la salida y se
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resta el dato que entro hace m pasos. De esta forma sélo se requiere utilizar una
operacion de suma y una de resta. Es preciso destacar el comportamiento de este filtro
en la banda suprimida, en la que aparecen Iébulos cuya amplitud v disminuyendo
paulatinamente, respondiendo a una ley del tipo:

HE)| =

lsin(x)|"

Este tipo de respuesta puede presentar problemas en algunas aplicaciones y en general
no es tenido en cuenta. Por ejemplo muchos de sistemas de adquisicion de datos por
conteo de impulsos tienen este tipo de respuesta. La respuesta en frecuencia de muchos
conversores de tecnologia delta sigma es también de este tipo. En todos estos casos es
conveniente limitar la respuesta en frecuencia, intercalando un filtro pasa bajos
analogico entre el sensor y el conversor analégico digital.

001

0.am 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII

0.04 o4 1 10 100

Figura 2-35. Respuesta de un filtro Daniel.

Otro filtro de FIR y también muy facil de implementar es el filtro triangular o filtro
Daniel. Este filtro tienen una longitud de 3 y los coeficientes son:

Filtro Daniel o triangular
A0 Al A2
0.25 0.5 0.25

Este filtro consiste en sumar un nimero impar de muestras divididas por una potencia
de 2, por ejemplo:

41



1
)+§K

i+1

1

Como puede observarse en su realizacion practica este filtro solo requiere operaciones
de suma y desplazamiento, por lo que es muy sencilla su codificacion en el lenguaje
ensamblador de los microcontroladores. Este filtro se utiliza frecuentemente para
reducir el ruido de alta frecuencia en sistemas sencillos de registro sismico.

0.1
18
: 3z
0.01 64
126
0.001 LR L L L
0.01 0.1 1 10 100

Frecuencia (Hz)
Figura 2-36. Respuesta de cuatro filtros de recurrencia Y = Y — (X — Y)/K con constantes de 16, 32,

64 y una frecuencia de muestreo de 50 Hz. Obsérvese la regularidad que presenta fuera de la banda
transmitida.

Filtros IR

Esta familia de filtros (IIR infinite-duration impulse response) presenta respuesta
impulsional infinita. En su forma més general un filtro 1IR esta definido como:

Yi :%ak Xix + %bk Yi_k

Es decir la sefial filtrada se obtiene a partir de la serie de datos de la sefial de entrada y
de la serie filtrada. Mientras que los filtros FIR eran intrinsecamente estables, los filtros
IIR pueden presentar oscilaciones o bien la salida tender a infinito (saturaciones). El
filtro IR mas sencillo estd definido mediante una relacion de recurrencia de la forma:
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1
Yi =Yi +E(Xi - Yi1)

donde K es la constante del filtro. En general se hace K igual a una potencia de dos para
poder realizar la division por simple desplazamiento de bits. De acuerdo con la
definicién de los coeficientes del filtro IR seria:

Filtro de desplazamiento
A0 BO
1/K 1-1/K

Es muy féacil realizar un filtro pasa altos a partir de un filtro pasa bajos (siempre que la
amplificacion en la banda transmitida sea 1), pues basta con restar de la sefial original la

sefal filtrada:
Zi — Xi _Yi—l

Este tipo de filtros de muy sencilla implementacion se utiliza frecuentemente para
cancelar el offset en sistemas de registro sismico con valores de 1/K superiores a varios
minutos. También se utiliza para calcular rapidamente los valores medios de la sefial en
algoritmos de disparo del tipo LTA/STA.

0.1 1 10 100
Frecuencia (Hz)

Figura 2-37. Respuesta de un filtro pasa altos construido a partir de un filtro de recurrencia Y = Y — (X
-Y)/K con K =16.

Consideraciones sobre filtrado

Un filtro modifica el contenido espectral de una sefial, pero no hay que olvidar que ello
también supone importantes cambios en la representacion temporal de la sefial y esto no
siempre se tiene en cuenta. Por ejemplo una sefial muy impulsiva aparece como
emergente después de ser filtrada o se produce un desplazamiento temporal del maximo
de la sefial en funcidon de la longitud del filtro y de su implementacion. Estos efectos son
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especialmente dramaticos cuando se utilizan filtros con pendientes de corte elevadas y
pueden conducir a importantes errores en la estimacion de los tiempos de llegada o de
las polaridades en el analisis de las sefiales sismicas.

—_—— ==

I ' I ' I ' I ' I
16:35.04 16:35:08 16:35:12 16:35:16 16:35:20

Figura 2-38. Efectos del filtrado mediante un filtro FIR pasa bajos de 111 coeficientes del inicio de un
sismo tectonico ocurrido en Lanzarote el 22 de enero de 2001 a las 16:35. Las flechas muestran la
transformacion del inicio de la sefial de impulsiva a emergente y el desplazamiento temporal debido a una
mala implementacion del filtro.

Finalmente, recordar que estos efectos también los producen los filtros analogicos, pues
son inherentes al propio concepto de filtrado como modificacion del contenido espectral

de la sefial.
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